
AVL Tree  

引入与定义  

数据结构作用  

1. 存储数据

2. 支持操作

查找

插入

删除

etc.

考虑BST，其查找、插入和删除操作都是 的，为了尽可能降低时间复杂度，我们会采取 尽

可能小的建树方式，那么complete BT（完全二叉树）就符合这个性质。

但是由于在树的维护过程中，我们插入一个数据之后再将这个数变成完全二叉树的时间代价是

的，其维护成本非常高，所以我们就放宽了一些限制条件，定义了balanced binary tree:

对于树的任意节点 ，其左子树的高度 和右子树的高度 满足条件：

其中， 被称作这个节点的balance factor，而满足这个条件的搜索树被称为BBST，也称

AVL tree。

证明  

1. 这个条件虽然放宽了，但是仍然可以较快地做查找

LEMMA: A balanced binary tree with n nodes must have a height of O(logN)

proof: 

主要需要证明 any BBT of height  has at least  (  is a constant) nodes

定义 : nodes in the smallest BBT of height 

以此为例 可推得  for 

由递推式可得 

故 
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2. 这个性质的维护代价小

先理解一个操作：

Rotation: 

只需要改3个指针，是 时间复杂度的

若旋转前满足BST性质，旋转后仍然满足

左右子树的高度发生了变化

left rotation就是right rotation的逆操作

考虑不同操作的维护：

插入

1. insert as in BST 

哪些点的平衡可能会受到影响？ - 被插入节点的ancestor

变得不平衡之后高度差（平衡因子）是多少？- 只可能是2

2. restore the balance

选取路径上最低的不平衡节点

以 （L case）为例讨论（相反的情况R case类比即可），左右子树的高度分

别被记为 和

考虑左子树的根节点 ，其左右子树分别记为 和 ：

由于在插入操作前为平衡树，故 和 有且仅有两种可能性：

 - LL case



把 拎 起 来 作 旋 转 即 可 

 - LR case

将B子树再分成以 为根节点的左右子树，把 拎起来做两次旋转：

此时三个节点都平衡了

那么总共需要旋转多少次可以修复所有节点？

做插入前树的高度为 ，插入后（不平衡）为 ，把 修复平衡后高度为

，因此对上面的原先不平衡的ancestors节点，在最低不平衡节点被修复后也都修复

了，所以总共1或2次（即修复最下面的不平衡点）就可以

总时间复杂度

删除



1. delete as in BST

BST deletion in  BBST is essentially removing a leaf

proof: 

如果删掉一个leaf，可能会使得某一个子树高度下降，导致至多一个节点不平衡（刚刚做

完删除操作），且高度差为2

2. restore the balance

LL case  只是B子树高度可能性不同，但是把

变平衡的操作和插入相同

LR case同理

那么总共需要旋转多少次可以修复所有节点？



虽然最开始只有一个节点不平衡，但是修复那个节点的过程可能会导致上面的节点不

平 衡 ：

考 虑 到 不 平 衡 的 向 上 传 递 ， 删 除 + 修 复 的 时 间 复 杂 度 为

树的高度和维护代价都是O(logN)数量级的

红黑树  

引入  

complete binary tree: 每一个leaf的height相差最多为1

 红黑树：每一个leaf的height相差最多是两倍

实现方法：染色

树的拓展表现形式

af://n114
af://n115


将空的节点合并为一个节点

方块数量 = 圆点数量 + 1

定义  

A red black tree is a BST whose extended satisfies the following properties:

1. node color: red or black

2. root is black

3. leaves (NIL) are black

4. children of red must be black

5. for each node v, all descending paths from v to leaves contain the same number(excluding v)(

black height of v: bh(v)) of black nodes  bh(T) = bh(root)

结合45可推：树上的黑点比红点多且每条路的黑点数目一致 最长路的height不会超过最短路的

两倍，且

证明  

1. 树的高度是 数量级的

LEMMA: A RBT(in extended version) with n internal nodes has height of at most .

Proof:

首先我们定义，一棵树 中的节点 ，记 为以 为root的子树， 则为此子树内部节点的

个数。
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我 们 需 要 证 明 ：  for any 
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